
1. Билет 27. Смешанная задача для уравнения теплопроводности и колебаний в пространственном 
случае. 

Смешанная задача для уравнения теплопроводности поставлена следующим образом: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎ଶ∆𝑢 + 𝑓(𝑀, 𝑡);  𝑀 ∈ 𝐷, 𝑡 > 0

𝑢
𝜕𝐷

= 𝑔(𝑃)

𝑢
𝑡 = 0

= 𝜑(𝑀)

 

Докажем единственность решения этой задачи. Пусть 𝑢ଵ и 𝑢ଶ – решения, 𝑣 =  𝑢ଵ −  𝑢ଶ. Тогда: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝑎ଶ∆𝑣;  𝑀 ∈ 𝐷, 𝑡 > 0

𝑣
𝜕𝐷

= 0

𝑣
𝑡 = 0

= 0

 

Умножим обе части уравнения на 𝑣 и проинтегрируем по D: 

ම 𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝑑𝜏

஽

= 𝑎ଶ ම 𝑣∆𝑣𝑑𝜏

஽

 

Вынесем производную по t в левой части, а к правой применим формулу Грина: 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
ම 𝑣ଶ𝑑𝜏

஽

= 𝑎ଶ ඵ 𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑛
𝑑𝜏

డ஽

− 𝑎ଶ ම(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑣)ଶ𝑑𝜏

஽

 

С учетом граничных условий: 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
ම 𝑣ଶ𝑑𝜏

஽

= −𝑎ଶ ම(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑣)ଶ𝑑𝜏

஽

 

Положим 𝑁(𝑡) =
ଵ

ଶ
∭ 𝑣ଶ𝑑𝜏

஽
. Тогда: 

൞

𝑁(𝑡) ≥ 0 (из определения)
𝑑𝑁

𝑑𝑡
≤ 0 (из равенства)

𝑁(0) = 0 (из начального условия для 𝑣)

 

Следовательно, 𝑁(𝑡) ≡ 0 и 𝑣 ≡ 0, ч. и т.д. 

Смешанная задача для уравнения колебаний поставлена аналогично: 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

𝑢௧௧ = 𝑎ଶ∆𝑢 + 𝑓(𝑀, 𝑡);  𝑀 ∈ 𝐷, 𝑡 > 0

𝑢
𝜕𝐷

= 𝑔(𝑃)

𝑢
𝑡 = 0

= 𝜑(𝑀)

𝑢௧ 𝑡 = 0
= 𝜓(𝑀)

 

Также докажем единственность решения этой задачи. Как и для ур-я теплопроводности, 𝑣 =  𝑢ଵ −  𝑢ଶ. 
Рассмотрим функционал: 



𝐸(𝑡) =  
1

2
ම(𝑣௧

ଶ + 𝑎ଶ(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑣)ଶ)𝑑𝜏 

஽

 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= ම(𝑣௧𝑣௧௧ + 𝑎ଶ(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑣𝑔𝑟𝑎𝑑𝑣௧))𝑑𝜏 

஽

 

Применим формулу Грина ко второму слагаемому в правой части: 

𝑎ଶ ම(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑣𝑔𝑟𝑎𝑑𝑣௧)𝑑𝜏 

஽

= 𝑎ଶ ඵ 𝑣௧

𝜕𝑣

𝜕𝑛
𝑑𝜎

డ஽

− 𝑎ଶ ම𝑣௧∆𝑣𝑑𝜏 

஽

 

С учетом второго начального условия первый интеграл в правой части равен нулю. Подставим равенство в 
исходное выражение: 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= ම(𝑣௧(𝑣௧௧ − 𝑎ଶ∆𝑣))𝑑𝜏 

஽

= 0 

С учетом начальных условий 𝐸(0) = 0, следовательно 𝐸(𝑡) ≡ 0. Из этого следует: 

൜
𝑣௧ ≡ 0

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑣 ≡ 0
 

С учетом граничного условия  𝑣 ≡ 0, ч. и т. д.  

2. Уравнение Кортевега-де Фриза и его решение в виде солитона. 

Уравнение КдФ имеет вид: 

𝑢௧ + 6𝑢𝑢௫ + 𝑢௫௫௫ = 0 

Коэффициенты при членах можно сделать любыми путем несложных замен переменных. 

Одно из аналитических решений уравнения КдФ – решение в виде солитона: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  
𝑐

2 coshଶ ൭
√𝑐
2

(𝑥 − 𝑐𝑡 − 𝑥଴)൱

 ∀𝑐 ≥ 0, 𝑥଴ ∈ ℝ 

  



1. Билет 28. Задача на собственные значения и собственные функции для оператора Лапласа в круге. 
Сведение к уравнению Бесселя. 

Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля для оператора Лапласа в круге 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟଴. Она имеет вид: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧∆𝑣 + 𝜆𝑣 =

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
൬𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝑟
൰ +

1

𝑟ଶ

𝜕ଶ𝑣

𝜕𝜑ଶ
+ 𝜆𝑣 = 0;  0 < 𝑟 < 𝑟଴

𝑣|௥ୀ௥బ
= 0

𝑣(𝑟, 𝜑) = 𝑅(𝑟)Φ(𝜑)

 

Подставим последнее равенство в уравнение. Получим: 

𝑟
𝜕

𝜕𝑟
൬𝑟

𝜕𝑅

𝜕𝑟
൰ Φ + 𝑅

𝜕ଶΦ

𝜕𝜑ଶ
+ 𝜆𝑟ଶ𝑅Φ = 0 

𝑟(𝑟𝑅ᇱ)ᇱ + 𝜆𝑟ଶ𝑅

𝑅
= −

Φᇱᇱ

Φ
= 𝜇;  𝜇 −  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

Φᇱᇱ + 𝜇Φ = 0

Φ(𝜑 + 2𝜋) = Φ(𝜑)
1

𝑟
(𝑟𝑅ᇱ)ᇱ + ቀ𝜆 −

𝜇

𝑟ଶ
ቁ = 0

𝑅(𝑟଴) = 0

 

Из первых двух уравнений получаем: 

𝜇଴ = 0; Φ଴(𝜑) = 1; 

𝜇௡ = 𝑛ଶ;  Φ௡(𝜑) = ቄ
𝑐𝑜𝑠𝑛𝜑
𝑠𝑖𝑛𝑛𝜑 ; 

Сделаем в 3 уравнении замену 𝑥 = √𝜆𝑟;  
ௗ

ௗ௥
=

ௗ

ௗ௫
√𝜆;  𝑅(𝑟) = 𝑦൫√𝜆𝑟൯ = 𝑦(𝑥) и сократим на 𝜆: 

1

𝑥
൬

𝑑

𝑑𝑥
𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
൰ + ቆ1 −

𝑛ଶ

𝑥ଶቇ 𝑦 = 0 

Раскроем скобки и домножим на 𝑥ଶ: 

ቊ
𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ + 𝑥𝑦′ + (𝑥ଶ − 𝑛ଶ)𝑦 = 0

𝑦൫√𝜆𝑟଴൯ = 0
 

Первое уравнение называется уравнением Бесселя (точнее, его частным случаем при 𝑛 ∈ ℕ). 

2. Разрыв потенциала двойного слоя на границе области в трехмерном случае. 

Разрыв потенциала двойного слоя на поверхности можно записать следующим образом: 

𝑊௜௡௧(𝑃଴) = 𝑊(𝑃଴) + 2𝜋𝜈(𝑃଴) 

𝑊௘௫௧(𝑃଴) = 𝑊(𝑃଴) − 2𝜋𝜈(𝑃଴)  



1. Билет 29. Уравнение Бесселя. Решение уравнения Бесселя в виде степенного ряда. Функции Бесселя 
и Неймана. Общее решение уравнение Бесселя. 

Уравнение Бесселя – это уравнение вида 

𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ + 𝑥𝑦ᇱ + (𝑥ଶ − 𝜈ଶ)𝑦 = 0;  𝜈 ∈ ℝ 

Найдем его решение в виде обобщенного степенного ряда: 

𝑦(𝑥) = 𝑥ఙ(𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥 + 𝑎ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝑥௡ + ⋯ ) 

𝑦(𝑥) = ෍ 𝑎௞𝑥௞ାఙ

ஶ

௞ୀ଴

;  𝑦ᇱ(𝑥) = ෍ 𝑎௞(𝑘 + 𝜎)𝑥௞ାఙିଵ

ஶ

௞ୀ଴

;  𝑦ᇱᇱ(𝑥) = ෍ 𝑎௞(𝑘 + 𝜎)(𝑘 + 𝜎 − 1)𝑥௞ାఙିଶ

ஶ

௞ୀ଴

 

𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ(𝑥) = ෍ 𝑎௞(𝑘 + 𝜎)(𝑘 + 𝜎 − 1)𝑥௞ାఙ

ஶ

௞ୀ଴

;  𝑥𝑦ᇱ(𝑥) = ෍ 𝑎௞(𝑘 + 𝜎)𝑥௞ାఙ

ஶ

௞ୀ଴

; 𝑥ଶ𝑦(𝑥) = ෍ 𝑎௞ିଶ𝑥௞ାఙ

ஶ

௞ୀଶ

 

Подставим в исходное уравнение и получим систему уравнений относительно 𝑎௞: 

𝑎଴(𝜎ଶ − 𝜈ଶ) = 0; 𝑎ଵ((1 + 𝜎)ଶ − 𝜈ଶ) = 0; 𝑎௞((𝑘 + 𝜎)ଶ − 𝜈ଶ) + 𝑎௞ିଶ = 0; 𝑘 ≥ 2  

Пусть 𝑎଴ ≠ 0, тогда 𝜎 = ±𝜈; 𝑎ଵ = 0; 

𝑎௞ = −
𝑎௞ିଶ

(𝜎 + 𝑘 + 𝜈)(𝜎 + 𝑘 − 𝜈)
 

Таким образом, 𝑎௞ = 0 при нечетном k. Пусть 𝜎 = 𝜈; 𝑘 = 2𝑚. Тогда: 

𝑎ଶ௠ = −
𝑎ଶ௠ିଶ

2ଶ𝑚(𝑚 + 𝜈)
 

𝑎ଶ௠ = (−1)௠
𝑎଴

2ଶ௠𝑚! (𝜈 + 𝑚)(𝜈 + 𝑚 − 1) … (𝜈 + 1)
 

Положим 𝑎଴ =
ଵ

ଶഌ୻(ఔାଵ)
. Тогда: 

𝑎ଶ௠ = (−1)௠
1

2ଶ௠ାఔΓ(𝑚 + 1)Γ(𝜈 + 𝑚 + 1)
 

Аналогично при 𝜎 = −𝜈: 𝑎଴ =
ଵ

ଶషഌ୻(ିఔାଵ)
; 

𝑎ଶ௠ = (−1)௠
1

2ଶ௠ିఔΓ(𝑚 + 1)Γ(−𝜈 + 𝑚 + 1)
 

Получим: 

𝐽ఔ(𝑥) = ෍ (−1)௠
1

Γ(𝑚 + 1)Γ(𝜈 + 𝑚 + 1)

ஶ

௠ୀ଴

ቀ
𝑥

2
ቁ

ଶ௠ାఔ

− функция Бесселя 1 рода 𝜈 порядка 

𝐽ିఔ(𝑥) = ෍ (−1)௠
1

Γ(𝑚 + 1)Γ(−𝜈 + 𝑚 + 1)

ஶ

௠ୀ଴

ቀ
𝑥

2
ቁ

ଶ௠ିఔ

 

Пусть теперь 𝜈 = 𝑛 ∈ ℕ. Так как Γ(−𝑛 + 1), Γ(1 − 𝑛 + 1), … , Γ(𝑛 − 1 − 𝑛 + 1) = ±∞, то: 

𝐽ି௡(𝑥) = ෍ (−1)௠
1

Γ(𝑚 + 1)Γ(−𝑛 + 𝑚 + 1)

ஶ

௠ୀ௡

ቀ
𝑥

2
ቁ

ଶ௠ି௡

=
(௝ୀ௠ି௡)

෍(−1)௝ା௡
1

Γ(𝑛 + 𝑗 + 1)Γ(𝑗 + 1)

ஶ

௝ୀ଴

ቀ
𝑥

2
ቁ

ଶ௝ା௡

= (−1)௡𝐽௡(𝑥) 

Поэтому второе линейно независимое решение уравнения Бесселя при 𝜈 = 𝑛 получается так: 



𝑁ఔ(𝑥) =
𝐽ఔ(𝑥) cos 𝜈𝜋 − 𝐽ିఔ(𝑥)

sin 𝜈𝜋
 

𝑁௡(𝑥) = lim
ఔ→௡

𝑁ఔ(𝑥) 

Функция 𝑁௡(𝑥) называется функцией Неймана. 

2. Принцип максимума для уравнения Лапласа 

Если функция 𝑢 определена в замкнутой области 𝐷 ∪  𝜕𝐷, является решением уравнения Лапласа (Δ𝑢 = 0) в 
𝐷 и непрерывна в 𝜕𝐷, то она достигает своих максимального и минимального значений на 𝜕𝐷. 

  



1. Билет 30. Решение смешанной задачи для уравнения теплопроводности в шаре в сферически-
симметричном случае с нулевыми краевым условиями первого рода. 

Уравнение теплопроводности в шаре: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎ଶ∆𝑢; 0 ≤ 𝑟 < 𝑅; 𝑡 > 0

𝑢
𝑟 = 𝑅

= 0

𝑢
𝑡 = 0

= 𝑔(𝑀)

 

В сферических координатах оператор Лапласа имеет вид: 

∆𝑢 = ∆௥𝑢 +
1

𝑟ଶ
∆ఏ,ఝ𝑢 

∆௥𝑢 =
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
൬𝑟ଶ

𝑑𝑢

𝑑𝑟
൰ =

1

𝑟

𝑑ଶ

𝑑𝑟ଶ
(𝑟𝑢) (второе рав − во вып − ся только в нечетномерных пр − х) 

∆ఏ,ఝ=
1

sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃
൬sin 𝜃

𝑑𝑢

𝑑𝜃
൰ +

1

sinଶ 𝜃

𝑑ଶ𝑢

𝑑𝜑ଶ
 

Рассмотрим простейший случай: 𝑢(𝑀, 𝑡) = 𝑢(𝑟, 𝑡);  𝑔(𝑀) = 𝑔(𝑟): 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎ଶ

1

𝑟

𝑑ଶ

𝑑𝑟ଶ
(𝑟𝑢) 

𝑢
𝑟 = 𝑅

= 0

𝑢
𝑡 = 0

= 𝑔(𝑟)

 

Заменим 𝑤 = 𝑟𝑢:  

ቐ
𝑤௧ = 𝑎ଶ𝑤௥௥;  0 < 𝑟 < 𝑅

𝑤(0, 𝑡) = 0
𝑤(𝑟, 0) = 𝑟𝑔(𝑟)

 

Решение для этой задачи известно: 

𝑤(𝑟, 𝑡) = ෍ 𝑐௡𝑒
ିቀ

గ௡௔
ோ

ቁ
మ

௧

ஶ

௡ୀଵ

sin
𝜋𝑛𝑟

𝑅
, где 𝑐௡ =

2

𝑅
න 𝑟𝑔(𝑟) sin

𝜋𝑛𝑟

𝑅
𝑑𝑟

ோ

଴

 

Таким образом, 

𝑢(𝑟, 𝑡) =
1

𝑟
෍ 𝑐௡𝑒

ିቀ
గ௡௔

ோ
ቁ௧

ஶ

௡ୀଵ

sin
𝜋𝑛𝑟

𝑅
 

2. Пусть 𝑓(𝑧, 𝑧଴) – аналитическая функция, осуществляющая конформные отображения односвязной 
области в единичный круг с переводом точки 𝑧଴ в начало координат. Написать выражение для 
функции Грина задачи Дирихле в этой области. 

Функция Грина в исходной области имеет вид: 

𝐺(𝑧, 𝑧଴) =
1

2𝜋
ln

1

|𝑓(𝑧, 𝑧଴)|
 


